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5.3 A Integral Definida

Agora ird se construir a ideia da integral definida. Para isso, veja uma
motivacao. Considere a regiao R dada pela area representada como na Figura
5.1, ou seja, a regiao delimitada na parte superior pela curva f, pela parte
inferior pelo x, pela lado esquerdo pela reta x = a e pelo lado direito pela reta
x = b. Para simplificar, considere que f é uma funcao continua no intervalo
e que f(z) > 0, para todo z € [a, b].

A

a b

Figura 5.1: Regiao do plano abaixo da curva f, acima do eixo x e entre as
retasx =aex =0b.

Deseja-se obter um nimero A que seja a medida da area da regiao R. Para
isso, sera usado uma divisao da regiao em poligonos, de forma que a area
total seja a soma das areas desses poligonos.

. , a ~ .
Considere o numero dado por Az = , com n € N. Entao, existem

nimeros a = o < r; < Ty < -+ < rp_1 < T, = b numeros tais que, para
todo i € {1,2,--- ,n}, tem-se z; — x;_; = Az. Entao, tente-se que cada um
dos intervalos I; =|z;_1, x;] tem intersecgao vazia com o intervalo I;, se i # j.
Dessa forma, dizemos que o conjunto {zg, x1, s, - , z, = b} é uma Parti¢do
para o intervalo [a, b].

A regiao R pode ser dividida em sub-regides, como visto na Figura 5.2.
Cada sub-regiao R; da Figura 5.2 é um retangulo de base medindo Ax_x; —
x;_1 e altura dado por f(z;). Além disso, como f é continua em cada su-
bintervalo fechado [z; 1, x;], segue que existe um ponto ¢; € [z;_1, x;] tal que
f(¢;) é o valor minimo da funcdo em [z;_1,z;]. Como a drea A; de cada
retangulo R; é dada por f(¢;) x Az, segue que uma aproximagao para a area

A, denominada por A}lpm, ¢é dada por:

Abo = > fe) Az = (1) Az + f(e2) Az + -+ + f(ca) A (5.2)

i=1

Observe que o valor da drea A}, é menor ou igual ao valor da drea A.

Diminuindo o valor de Az, o niimero de subintervalos [z;_1, ;] vao aumentar,
como visto na Figura 5.3.

Além disso, a nova area aproximada, A?WO, serd uma aproximacao melhor
do que a anterior, ou seja, Aépm < Aﬁpm, mas ainda vale que Agpm < A
Fazendo o ntimero de subintervalos crescer cada vez mais, o valor de Aj .,
fica cada vez mais préximo do valor de A, de forma que a diferenca A— A7 .,
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Figura 5.2: Divisao da regiao R em retangulos, cuja soma da area da um
valor aproximado para a area da regiao R.
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Figura 5.3: Redivisao da regiao R em retangulos, utiizando um valor menor

de Ax.

pode-se tornar um nimero tao pequeno quanto se deseja, bastando tomar um
valor de n suficientemente grande, o que nos leva a defini¢ao a seguir.

Definicao 5.3.1 Suponha que [ seja uma fungao continua no intervalo fe-
chado [a,b], com f(x) > 0 para todo x € [a,b]. Seja R a regidgo delimitada

pelas curvas y = f(z), y = 0, x = a ex =b. Seja {a = 9y < 1 <

h—
To < o0 < Tpoy < x, = b} uma particao de [a,b] tal que Az = a

e

n
v, — i = Az, Vi € {1,2,--- ,n}. Entao, se f(¢;) for o valor minimo
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absoluto da func¢ao f no i-ésimo subintervalo [x;_1,x;|, seque que a medida
da drea A da regiao R fica dada por:

n—+oo £

A= lim Zf(cl)Aa: (5.3)

Em outras palavras, o que a Defini¢ao 5.3.1 diz é que para qualquer niimero
€ > 0 escolhido, existe um indice N € N tal que, se n € N en > N, entao

< €.

Zf(ci)m — A

Uma ideia semelhante poderia ser utilizado para triangulos onde a altura seja
dada pelo valor méaximo de f em cada um dos subintervalos. Nessa caso, a
area seria menor ou igual ao valor de cada uma das areas aproximadas, mas
a conclusao ainda seria a mesma.

2

Exemplo 5.3.1 Ache a drea da regidgo limitada pelas curvas y = x*, o eixo

T e aretax = 3.

Solucao: Na Figura 5.4 esté representado um dos i-ésimos retangulos da
somatoéria que d4 uma aproximacao para o valor da area.

3. 9)

X; Xig

i i

Figura 5.4: Representacao de um retangulo para o calcuo da area abaixo da

curva y = z%, acima do eixo x e a reta z = 3..

Cada um desses intervalos tem base dada por Ar = —— = —, onde n

n n
¢ dado pelo tamanho da particdo do intervalo e altura dada por f(¢;) =
(w;-1)% = [(i — 1)Az]?, visto que a funcao f é crescente no intervalo. Assim,
da Definicao 5.3.1, segue que:

n n

IERT A _ — T - 2 — 1 .12 3
A—ngrilm;f(c,)Am A ngrfm;[(@ 1)Az|*Ax ngrfoo;(l 1)*(Azx)® =

n 3 3
-1 - 2
= A= ngrfoo;(z —1) (5) :
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O célculo da somatéria pode ser assim feito: como (i — 1)* = % — 2i + 1,
segue das propriedades da adicao que

n

(i—1)*= Y i2 — 2 n i+ Y 1.
=1 =1 =1

=1

n n

1)(2 1
Além disso, sabendo que g i? = nn + )6( nt ), E T = ——— e
=1 i=1

Zl = n, segue que

i-1 o (n(nﬂ)f;@nﬂ)_”@*”)X(%)gz

n—-+o0o
27 2034+ 3n2 +n—6n>—6n+6n 9 2n?-—-3n+1
= — X =X —— =0.
n3 6 2 n?
Portanto, a area da regiao ¢ de 9 u.a.. U

Até aqui foi utilizado particoes onde Az é constante, mas isso nao é mais
necessario. Na verdade, para todo intervalo [a,b], se {a = x < 0 < z7 <
-+« < x, = b} é uma parti¢ao e considerando A;z = z; — x;_1, segue que
é possivel definir a Norma da partigao, denotada por ||Al]|, que é o maior
valor de A;x. Assim, fazer n — oo corresponde a fazer ||A|| — 0. Outra
comentario importante é que nao é necessario considerar o valor minimo de
f em cada um dos subintervalos, isto é, para o calculo do limite pode-se
escolher qualquer ponto z; 1 > & > x;. Com isso, a soma pode ser reescrita
na forma

Uma soma S,,, como apresentada anteriormente, é chamada de Soma de
Riemann, e ela é utilizada para definir a Integral Definida, como a seguir.

Definicao 5.3.2 Seja f uma funcdao cujo dominio contenha o intervalo fe-
chado [a,b]. Entao, diz-se que f € integrdvel em [a,b] se existir um nimero
L satisfazendo a sequinte condi¢cao: para todo € > 0, existe um § > 0 tal que

toda particao A para o qual ||Al| < &, com & € [z, 2], i € {1,2,--- ,n},
tem-se
i=1
Nessas condicoes, escreve-se:
L= lim Y f(&)Aum. (5.4)

1A]=0 <=
A Definicao 5.3.2 diz que é possivel tomar o valor da soma de Riemann da
funcao f tao préoximo de L quanto deseja, para isso basta tomar o valor da
norma da particao suficientemente pequena. E possivel provar que se esse
limite existe, entao ele é unico, logo é possivel estabelecer a seguinte definicao.
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Definigao 5.3.3 Se f € uma funcao definida no intervalo |a,b] entao, a

b
Integral Definida de f de a até b, denotada por/ f(x)dx, € dada por

b n
[ r@de= tm 3 r€)Am,

se o limite existir.

Na notagao de integral definida, | ¢ chamado de sinal de integragao, f(x) é
chamado de integrando, a é chamado de limite inferior e b é chamado de limite
superior. O primeiro resultado sobre a integracao, apresentado a seguir, da
uma condicao de integrabilidade. Esse resultado nao seréd demonstrado e a
sua demonstracao pode ser encontrada em livros de andlise matematica ou
de calculo avancado.

Teorema 5.3.1 Se uma funcao f € continua num intervalo fechado [a,b],
entao f € integravel em [a,b].

Demonstragao: Nao sera apresentada nestas notas. U

Da Definicao 5.3.3 e da motivagao geométrica de calculo de area, segue que se
b
a funcdo f(z) > 0, para todo = € [a, b], entdo a integral definida / f(x)dx

a
pode ser interpretada geometricamente como sendo a medida da area da
regiao R entre a fungdo, o eixo x e as retas © = a e x = b. A seguir sdo
apresentadas duas definicoes importantes.

Definicao 5.3.4 Se a > b, entao

/a s = - /b ),

b
se / f(z)dx ezistir.

Definigao 5.3.5 Se f(a) existe, entdo

/a " H@)dz = 0.

A seguir sao listadas algumas das propriedades da integral definida.

Teorema 5.3.2 1. Se k é uma constante qualquer, entao
b
/ kdr = k(b — a).

2. Se a fungdo f € integrdvel no intervalo fechado [a,b] e se k é uma
constante qualquer, entao

/ab kf(z)dz = k/b F(@)da.
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Se as fungoes f e g sao integraveis em |a,b], entdo a fungao f+g €
integrdvel em [a,b] e

/ba[f + g](2)dx = /ba f(z)de + /bag(a:)da:.

De maneira geral, se as fungoes fi, fa, -+, fu S0 integrdveis em |a, b,
entao a fungao fi £ fo+--- £ f, € integrdvel em [a,b] e

/b“[flifﬁ. ot fo](z)dr = /b fl(m)da:ﬂ:/ba fa(w)dwt- - 'i/ba Ju(@)de.

Se a fungao f € uma fungao integrdvel nos intervalos |a, b], [a, c] e [c, b],

" /abf(a:)da: = /acf(x)d:v + /Cb f(z)dz.

Se as fungoes f e g sao integrdaveis no intervalo [a,b], com f(x) > g(z),
para todo x € [a,b], entao seque que

/ab f(x)dx > /abg(a:)dx.

Suponha que f seja uma fungdo continua em [a,b]. Se m e M sao,
respectivamente, os valores minimos e mdzimos absolutos de f em |a, b],
isto é, m < f(z) < M para a < x <b, entao

m(b—a) < / F@)dz < M(b— a).

Demonstracao: A demonstracao dessas propriedades podem ser encon-
tradas nos livros de célculo e serao omitidas nessas notas. OJ

Agora vamos a alguns exemplos.

Exemplo 5.3.2 Calcule cada uma das integrais a sequir.

1.

5
/ 4dzx.
-3

3 26 3 3
Sabendo que / widr = 3 e / xdr = 4, qual o valor de / (32% —
1 1 1
Sz + 2)dz.

4
Encontre uma estimativa para o valor da integral / (2% — 62% 4+ 92 +

1/2
1)dz.
3r/4

Encontre uma estimativa para o valor da integml/ (v/sen(z))dz.
w/4
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Solucgao:

1. Tem-se que

2. Tem-se que

3 3 3 3
/(3x2—5x+2)dx:3/ x2d$—5/ xdx+2/ dx =
1 1 1 1

26
=3x 5 -5x4+2(3-1)=26-20+4=10.

3. Como f(z) = z* — 62% + 9z + 1, segue que f'(zr) = 32% — 122 + 9
e, consequentemente, f'(z) = 0 < 322 — 120 +9 = 0 & 22 — 4o +
3=0<« x =3o0uxz = 1. Portanto, pontos criticos de f sao os
pontos x = 1 e x = 3. Como a fungao f é continua (f é uma fungao

polinomial) segue que assume valor maximo absoluto e minimo absoluto
o intervalo 14 Assim, co of1 ! 6+9—|—1 53
no interv =, 41. im, com )= -4z - 22
2’ ’ 2 8 4 2 8’
J)=1—=6x12+9x1+1=5,f(3)=33-6x32+9x3+1=1e
33
fA)=4—-6x42+9%x4+1=5el1< 5 < 5, segue que 1 é o valor
minimo absoluto de f e 5 é o valor maximo absoluto de f no intervalo
[5,4}. Logo, se m e M sao, respectivamente, os valores minimos e
méximos absolutos de f em [a, b], segue que

m(b— a) S/ f(z)de < M(b—a)

e, consequentemente,

1 4 1
1><<4——)§/ (x3—6x2+9x+1)dac§5><(4——):>
2 12 2

7 4 35
;»—g/ (2% — 62% + 92 + 1)dw < —.

7 35
Portanto, o valor da integral definida esta no intervalo {5, —} .

2
, cos(x)
4. Como f(z) = \/sen(x), segue que f'(r) = ——=—=. Consequente-
2y/sen(x)
mente, f'(z) = 0 &= _cos(@) =0 cos(z) =0z = Ej no
2,/sen(z) 2

: T 37 ... , T 3w
intervalo Tl Portanto, o ponto critico de f no intervalo T
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) 7 . , .
¢ o ponto x = 5 Como a fungao f é continua, segue que assume

(. , . ) T 3T
valor maximo absoluto e minimo absoluto no intervalo Tl As-

4

sim,comof(%)z g,f(g>:ﬁzlef<?%): \/7576

[V2 [V2
0.84 ~ g < 1, segue que g é o valor minimo relativo de f e 1

. . . 3T
¢é o valor maximo de f no intervalo |—, —

4’ 4
pectivamente, os valores minimos e méaximos absolutos de f em [a, b,
segue que

. Logo, se m e M sao, res-

m(b—a) < / F@)dz < M(b—a)

e, consequentemente,

2 3 3r/4 3
o (Z-m) < [ et <1 (7Y -
2 i1 i i1

D) 3r/4
= g\/\/?_ < / Vsen(z)dr < g

/4

V2

T 0
Portanto, o valor da integral definida esta no intervalo S\ 53

U

A seguir é apresentado um teorema sobre existéncia de um retangulo de area
igual a area de um curva.

Teorema 5.3.3 (Teorema do Valor Médio para Integrais:) Se a
funcgao f € continua no intervalo [a,b], entdao existe um nimero x em [a, D]
tal que

b
[ #a)da = 000~ o).
O wvalor f(x) € chamado de Valor Médio (ou Valor Intermedidrio) de f no
intervalo |a, b].
Demonstracao: Ver nos livros de céalculo. U

O que o teorema do valor médio para integrais garante é que (pensando na
integral como &area) para qualquer fungao f continua, definida em [a, b], existe
um retangulo de base b — a e altura f(x) tal que a drea abaixo da curva é
igual a drea desse retangulo. Além disso, o teorema garante a existéncia, mas
nao garante a unicidade e nem mostra como achar esse valor. Agora, vamos
a um exemplo.

3
Exemplo 5.3.3 Encontre um valor x tal que / flz)de = f(x)(3 — 1),
1

sendo f(x) = 2.
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s 26
Solugao: Do Item 2 da Exemplo 5.3.2, segue que / f(x)dx = 3 Dal,
1
26 5 26 13
3= [ F@d=f0E-1 =210 =5 = 0= 5
1

Como f(x) = x?, segue que

13 /13
X2:§=>X:i —.

13
Sabendo que o intervalo de estudo é [1,3], segue que x = 3 Portanto,

/Igf(w)dw:( ?) (3-1). 0

Para sintetizar o que foi falado sobre valor médio para integrais, pode-se
utilizar a seguinte definicao.

Definigao 5.3.6 Se a funcdo f ¢é integrdvel no intervalo fechado [a,b], o
valor médio de f em [a,b] € dado por

b
[t
b—a
5.4 Exercicios

Exercicio 5.4.1 Determine um intervalo fechado contendo o valor de cada
uma das integrais a sequir.

1. f; 2xdx;

2. f04 x2dx;

3. [°, V3 xda;

4. f£)4(:c4 — 812 4 16)dx;
5. j;:r/; sen(x)dx;

6. [z —2|dw.

b phtl _ g+l
Exercicio 5.4.2 Sabendo que/ aFdr = “hr1

a
de cada das integrais a baixo, no intervalo indicado.

2
1. / 22dx;
0
2
2. / 23dx;
1

, encontre o valor médio
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4
3. / (2% + 4z + 5)dux;
1
4
4. / (2% + 7 — 6)dx;
0
2
5. / (2* + 1)dx;
-2

1
6. / (2% — 22)*dz.

1
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